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Abstract. By the Wiener – Hopf method, an exact solution of symmetric problem of 
mechanics of composite materials fracture is constructed for an elastic equilibrium of piece-
wise isotropic plane that involves an interface in the form of sides of angle and includes an 
interior semi-infinite loaded crack. 
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Введение.  
Механика разрушения в настоящее время  – отдельная обширная область механи-
ки деформируемого тела, относящаяся к той стадии деформирования, которая непо-
средственно предшествует или в рамках которой происходит исчерпание несущей 
способности материалов и элементов конструкций. Заметим, что механика разруше-
ния включает многообразные подходы к изучению различных механизмов разруше-
ния на микро- и макроуровнях как классические, так и неклассические, в том числе 
для композитных материалов (см., например, [2, 6, 13, 15 – 17, 19]). 
В большинстве работ, посвященных задачам механики разрушения композитных 
материалов о трещинах в кусочно-однородных телах, предполагается, что граница 
раздела сред является гладкой, в первую очередь, прямолинейной [4, 5, 9 – 12, 14, 18]. 
Однако угловые точки негладкой границы раздела сред представляют собой концен-
траторы напряжений. В соответствующих задачах теории упругости при приближе-
нии точки области к угловой точке границы раздела сред напряжения стремятся к 
бесконечности. Поэтому каждый из таких концентраторов напряжений чрезвычайно 
опасен с точки зрения возможности разрыва сплошности вблизи него и зарождения 
исходящих из него трещин, длины которых в значительной степени меньше размеров 
тела. Если зародившаяся трещина окажется неустойчивой, то после достижения со-
стояния предельного равновесия режим ее развития будет динамическим, что может 
привести к непредвиденному  катастрофическому разрушению конструкции.  
Изложенное выше обосновывает актуальность проблемы исследования задач ме-
ханики разрушения композитных материалов о трещинах в кусочно-однородных те-
лах с негладкой границей раздела сред.  
В данной работе получено решение задачи механики разрушения для кусочно-
однородной плоскости с границей раздела сред в форме сторон угла, содержащей 
внутреннюю полубесконечную нагруженную трещину. 
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§1. Постановка задачи. 
В условиях плоской деформации рассмотрим 
статическую задачу теории упругости для кусочно-
однородной изотропной плоскости с границей раз-
дела сред в форме сторон угла, которая в одной из 
частей на биссектрисе содержит внутреннюю полу-
бесконечную трещину (рис. 1). Берега трещины на-
ходятся под действием нормального давления, рас-
пределенного по закону 2/ ;  F r r l  ( F  – заданная 
положительная постоянная, имеющая размерность 
силы). 
С учетом симметрии граничные условия задачи 
запишем так: 
,  0,  0;r ru u                                             (1.1) 
0,  0;  ,  0,  0;r r u            
20,  ,  0;  0,  ,  /r l u r l F r                                    (1.2) 
( 0    ; a  –  скачок a ). 
Целью данной работы является исследование и анализ поведения напряжений 
вблизи конца трещины.  
§2. Решение уравнения Винера – Хопфа и определение коэффициента интен-
сивности напряжений.  
Для построения точного решения рассматриваемой задачи теории упругости ис-
пользуем метод Винера – Хопфа в сочетании с аппаратом интегрального преобразо-
вания Меллина [1, 7, 8].  
Применяя преобразование Меллина  
0
( ) ( )
p
m p m r r dr

    
с комплексным параметром p  к уравнениям равновесия, условию совместности де-
формации, закону Гука, условиям (1.1) и учитывая условия (1.2), приходим к сле-
дующему функциональному уравнению Винера – Хопфа: 
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  0 1( ) sin 2 sin 2 æ sin 2 ( ) sin 2 ;p p p p p          
    21 1 2( ) 1 æ 1 æ sin sin 2 sin 2p p p p          
    1 2æ sin 2 ( ) sin 2 sin 2 ( ) sin 2 æ sin 2 sin 2 ;p p p p p p               
  2 2( ) sin 2 ( ) sin 2 æ sin 2 sin 2 ;p p p p p          
 Рис. 1 
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   2 2 20 1( ) 4 sin sin æ sin 2 ( ) sin 2 ;p p p p p           
     2 2 21 1 2( ) 1 æ 1 æ sin 2 4 sin sinp p p p          
   1æ sin 2 ( ) sin 2 sin 2 ( ) sin 2p p p p             
    2 2 21 2 21 æ 1 æ 4 æ sin sinp p        ; 
    2 2 2 22 2 2( ) sin 2 ( ) sin 2 (1 æ ) 4 æ sin sin ;p p p p p              
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Здесь 1 2Re p     ( 1,2  – достаточно малые положительные числа); 1,2E  – модули 
Юнга; 1,2v  – коэффициенты Пуассона. 
Функция ( )p  – аналитична в полуплоскости 2Re p  , а функция ( )p  – 
аналитична в полуплоскости 1Re p   . 
Функция ( )G it  ( t    ) представляет собой действительную положительную 
четную функцию t , стремящуюся к единице при t  . Следовательно, индекс 
функции ( )G p  по мнимой оси равен нулю. Поскольку, кроме того, функция  ( )G p  на 
мнимой оси удовлетворяет условию Гельдера, имеет место факторизация [1] 
( ),  Re 0;( ) 1 ln ( )( )  (Re 0);  exp
2( ) ( ),  Re 0.
i
i
G p pG p G zG p p dz
i z pG p G p p
 
 
 
                      (2.2)  
Функция ( )G p  – аналитична, не имеет нулей и стремится к единице при p   в 
полуплоскости Re 0p  , а функция ( )G p  –  аналитична, не имеет нулей и стремится 
к единице при p   в полуплоскости Re 0p  . 
Функцию ctgp p можно факторизовать так [3]: 
(1 )ctg ( ) ( );  ( )
(1/ 2 )
pp p K p K p K p
p
      

                               (2.3)  
( ( )z  – гамма-функция). Функция ( )K p  – аналитична и не имеет нулей в полуплос-
кости Re 1/ 2p  , а функция ( )K p  – аналитична и не имеет нулей в полуплоскости 
Re 1/ 2p   . Справедливы асимптотики: 
( ) ;  ( )  ( ).K p p K p p p                                       (2.4) 
С помощью факторизаций (2.2), (2.3) уравнение (2.1) представим в виде 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  (Re 0).
( ) ( 1) ( )
G p p G p K p G p p p
pK p p K p
     
 
            (2.5) 
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Имеет место следующее представление: 
( ) ( ) (1) (1)  (Re 0).
1( 1) ( ) ( ) (1) ( 1) (1)
G p G p G G p
pp K p K p K p K
     
   
       
           (2.6) 
Подставляя (2.6) в (2.5), получаем 
( ) ( ) ( ) (1) ( ) ( ) ( ) (1)
1( 1) (1) ( ) ( ) (1)
K p G p p G G p p G p G
p pp K K p K p K
        
   
        
    (2.7) 
(Re 0).p   
Функция в левой части (2.7) – аналитична в полуплоскости Re 0p  , а функция в 
правой части (2.7)  –  аналитична в полуплоскости Re 0p  . В силу принципа анали-
тического продолжения эти функции равны одной и той же функции, аналитической 
во всей плоскости p .  
Исходя из известных асимптотик  
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( IK  – коэффициент интенсивности напряжений в конце трещины), согласно теореме 
абелева типа [7] имеем 
( ) ; ( )    ( ).
2 2
I IK Kp p p
pl pl
                              (2.8) 
Из (2.2), (2.4), (2.8) следует, что функции в левой и правой частях (2.7) стремятся 
к нулю при p   в полуплоскостях Re 0p   и Re 0p  , соответственно. В силу 
теоремы Лиувилля [3] единая аналитическая функция тождественно равно нулю во 
всей плоскости p .  
Таким образом, решение уравнения (2.1) имеет вид 
(1)( )    ( Re 0);
(1)( 1) ( ) ( )
G pp p
K p K p G p
 
                                (2.9) 
( ) (1) ( )( )    ( Re 0).
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   
  
       
 
С помощью (2.9) определяем асимптотику 
(1)( )   ( ).
(1)
Gp p
K p
 
                                        (2.10) 
Согласно (2.8), (2.10) получим следующую формулу для коэффициента интенсив-
ности напряжений в конце трещины: 
3/2(1) ,2I
FK G
l
   где 2
0
1 ln ( )(1) exp .
1
G itG dt
t

       
§3. Анализ распределения напряжений вблизи конца трещины. 
Зависимости безразмерного коэффициента интенсивности напряжений 0 1 2( , , , )k e v v   
3/2 /IK l F  от угла   и от отношения модулей Юнга 0 1 2/ 1e E E   изображены на 
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рис. 2, 3 ( 1 2 0,3v v  ). Кривые I – IV соответствуют случаям 0 2,  3, 5, 10e  , а кри-
вые 1 – 7 соответствуют случаям 20 , 50 , 80 , 110 ,       125 , 140 , 170   .  
 
 
 
 
Некоторые значения k  приведены в таблице. 
0e     
2 3 5 10 
15 0,799 0,718 0,635 0,591 
30 0,841 0,775 0,710 0,677 
45 0,884 0,829 0,778 0,753 
60 0,920 0,879 0,839 0,820 
75 0,953 0,922 0,894 0,880 
105 1,004 0,993 0,983 0,973 
120 1,023 1,020 1,017 1,017 
135 1,037 1,041 1,046 1,049 
150 1,047 1,056 1,067 1,074 
165 1,053 1,065 1,080 1,087 
 
Анализ полученных результатов позволяет сформулировать следующие выводы.  
1. С ростом нагрузки концентрация напряжений вблизи конца трещины усилива-
ется. Чем больше расстояние между концом трещины и угловой точкой, тем слабее 
концентрация напряжений вблизи конца трещины. 
2. С ростом угла   концентрация напряжений вблизи конца трещины усиливает-
ся. Если 120   , то с увеличением жесткости первого материала концентрация на-
пряжений вблизи конца трещины ослабевает, а если 130    – усиливается. В част-
ности, в случае, когда упругий клин с трещиной находится в обойме из более жестко-
го материала ( 90   ), имеем: чем жестче обойма, тем слабее концентрация напря-
жений вблизи конца трещины.  
3. Если упругая плоскость с трещиной содержит остроугольное клиновидное 
включение из более жесткого материала ( 135   ), то – чем жестче включение, тем 
сильнее концентрация напряжений вблизи конца трещины.  
4. На промежутке 120 130     существуют значения угла, при которых с уве-
личением жесткости первого материала концентрация напряжений вблизи конца тре-
щины: а) ослабевает; б) сначала ослабевает, а затем усиливается; в) усиливается. 
 
Заключение. 
На основе полученного в данной работе точного решения симметричной задачи 
механики разрушения композитных материалов об упругом равновесии кусочно-
однородной изотропной плоскости с границей раздела сред в форме сторон угла, со-
держащей внутреннюю полубесконечную нагруженную трещину, изучено влияние 
изменения нагрузки, расстояния от конца трещины до угловой точки, угла и упругих 
постоянных на уровень концентрации напряжений вблизи конца трещины.  
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Р Е ЗЮМ Е .  Методом Вінера – Хопфа побудовано точний розв’язок симетричної задачі меха-
ніки руйнування композитних матеріалів про пружну рівновагу кусково-однорідної ізотропної пло-
щини з границею поділу середовищ у формі сторін кута, яка містить внутрішню напівнескінченну 
навантажену тріщину. 
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